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Limites y continuidad I

e Funciones definidas a trozos

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

e Curvas de nivel de una funcion

Limites y contin.
e Limite de una funcién ' oereney
Calculo Integral

Utilidades

i
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Funciones definidas a trozos

e Ejemplo:

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

x, si x>0
|z = .
—x, si x <0

Limites y contin.

Célculo diferencial

e Definicion con DERIVE:

#y f(x):=IF(condicion, valorl, valor?). La funcién f(x) queda
definida por valorl cuando se cumple condicion, y por valor?

Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa

i

44 44

en caso contrario. Por ejemplo:

-
M2

flx):=IF(z > 0,2, —x) define la funcién valor absoluto,
ABS(ZC) Pagina 3 de 23
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Curvas de nivel de una funcion

eDada f: D — R, con D C R?, se define para cada k € R |a
curva de nivel k£ de f como el conjunto

Ck:{<xay) €D ‘ f(xay) :k}:f_1<{k}) F. S

B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

i

Pantalla completa

44 44

-
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eDada f: D — R, con D C R?, se define para cada k € R |a
curva de nivel k£ de f como el conjunto

Cv={(z,y) € D | f(z,y) = k} = [ ({k})
e Calculo con DERIVE:

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.

#y Calculo — Vector. Antes de usar esta opcidn, la ecuacidn

Calculo diferencial
f(z,y) = k debe estar seleccionada en la Ventana de Z"”flc_s’z’”tegfa’
tilidades

Algebra; ademas hay que escoger k como variable

Pantalla completal
# VECTOR(f(xz,y) = k,k,m,n,s). Crea un vector cuyas «|» |
componentes son las curvas de nivel m, m + s, m + 2s, ..., |

hasta el nivel n
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Antes de dibujar las curvas con el comando PLOT hay que eje-

Regresar

cutar = | para obtener el vector explicitamente; o bien asegu-

Cerrar

rarnos de que la opcidén Opciones — Simplificar antes de Dibujar
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esta activada en la Ventana de Graficas 2D



Limite de una funcion

e Para funciones de una variable:

#» Escribir la funcion y seleccionar la opcion Calculo — Limites

o el botdn M

# LIM(f, 2, x0). Calcula el limite de la funcién f cuando x

F. Cabo

B. Llamazares
T. Pena
tiende a x g | .
Limites y contin.
Calculo diferencial

# LIM(f, 2,20, 1). Calcula el limite de la funcién f cuando x

. Calculo Integral
tiende a x por la derecha

Utilidades

# LIM(f, x, 29, —1). Calcula el limite de la funcién f cuando Pantalls comptes
x tiende a zy por la izquierda “ | » |
|
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e Para funciones de una variable:

#» Escribir la funcion y seleccionar la opcion Calculo — Limites

o el botdn M

“ LIM(f, 2, 20). Calcula el limite de la funcién f cuando z

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena
tiende a x g | .
Limites y contin.

Célculo diferencial

# LIM(f, 2,20, 1). Calcula el limite de la funcién f cuando x

tiende a x por la derecha

# LIM(f, x, 29, —1). Calcula el limite de la funcién f cuando

x tiende a zy por la izquierda

Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa
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e Para funciones de dos variables, los limites direccionales se cal-
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culan con el siguiente comando:
Regresar

# LIM2(f, x, 9, x0,15). Calcula el limite direccional cuando

Cerrar

(x,y) — (x9,y0) a lo largo de lineas rectas de pendiente

Salir
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@1, es decir, a través de cualquier recta que pasa por (g, ¥o)



Calculo diferencial I

Derivada de una funcion

F. Cabo

B. Llamazares
T. Pena
Gradiente de una funcién
Limites y contin.
Matriz Hessiana Calculo diferencial
Calculo Integral

Matriz Jacobiana Utilidades

i

Pantalla completa

Polinomios de Taylor de una funcién

44 44
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Derivada de una funcion

e Para funciones de una variable:

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

#) Seleccionar la funcién y escoger la opcion Calculo —

Derivadas o el botdn ﬁ

# DIF(f, ). Calcula la derivada de f respecto de la variable x

Limites y contin.

Célculo diferencial

#y DIF(f,2,n). Calcula la derivada de orden n de f respecto

. Calculo Integral
de la variable z

Utilidades

Pantalla completa

i

44 44

-
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e Para funciones de varias variables (derivadas parciales):

#» Reiterando el proceso el nimero de veces que sea necesario.
Por ejemplo:
o f |
8x38y(aj’ y) se obtiene con DIF(DIF(f(x,y),x,3),y,1)

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.
#» Utilizando el comando DIF una sola vez, para lo cual se in- [ Galeulo diferencial
Calculo Integral

troducen como argumentos dos vectores: el primero contiene [ idades

las variables respecto a las cuales se va a derivar mientras

que el segundo indica el nimero de veces que se deriva cada ﬁl

una. Por ejemplo: T
O f ]

m(az, Yy, z) se obtiene con DIF(f(z,y, 2), [z, yl],[2,3]) Pagina & de 23
r=0y
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Gradiente de una funcion

eSean f: D — R,con D CR" ya Elo). Si existen todas las

derivadas parciales de f en @, se define el vector gradiente de /' |, ...

en a como B. Llamazares
T. Pena
_ of of
Vf(a) — (a—x1<a’)7 R a—xn<a’)) Limites y contin.

Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

e Calculo con DERIVE:

#y GRAD(f). Calcula el vector gradiente de f respecto de las
tres variables x, y, 2

# GRAD(f, |21, 9, ..., x,]). Calcula el vector gradiente de f
respecto de las variables x1, zo, ..., x,. Por ejemplo:
GRAD(2"2 + y"2, [x,y]) devuelve el vector 2z, 2]

i

Pantalla completa

44 44
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Matriz Hessiana

Hessiana de [ en a como:

Pf
( @)

% f

8$2 8561

0 f

e Calculo con DERIVE:

\ 0x,, 0x; ¢

_of
8371 (9x2
9 f

0 f

a.’l?n 8372

#» Utilidad creada con DERIVE

(a)

6—x§(a)

(a)

. 8:131 833”

. 0xy Ox,, @)

eSean f: D — R, con D C R" ya Eﬁ, tales que f es
de clase C? en alguna bola de centro a. Se define la matriz

7T @)

% f

*f
T

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

i

Pantalla completa
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Matriz Jacobiana

eSeanf: D — R", conD CR" ya Glo). Si f es diferenciable

en a, la matriz Jacobiana de | en a es la matriz asociada a la |@ .~
B. Llamazares

T. Pena

diferencial de f en a respecto de las bases candnicas de R" y
Rm.
Limites y contin.

jf(a) — M (df as CRn’ CRm) Célculo diferencial
Calculo Integral

Utilidad
Se puede comprobar que Hlidades

Pantalla completa

i
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O lm
Jfla) = RN
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En consecuencia

0fs
dfd(xl,...,xn):
O fm

e Cdlculo con DERIVE:

vector. Por ejemplo:

& J/A\C()BI/A\N(f7 [Il, Loy ,an.

biana de la funcién f respecto de las variables z;, zs, . .., x,.

Devuelve la matriz Jaco-

Conviene destacar que f tiene que ser dada a través de un

Si f(x,y) = "2 + y"2, entonces hay que escribir
JACOBIAN((f(z. )], 1. 1]

Si f(x,y) == [2"2 4+ y"2,2"2 — y|, entonces hay que
escribir JACOBIAN(f(x,vy), [z, y])

a)
ox,, X1

) T : F. Cabo
8fm (d) xn B. Llaﬁvmazares
axn T. Pena

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa
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Polinomios de Taylor de una funcién

Funciones de una variable

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

e Sean f : R —> R declase C? y a € R. Se define el polinomio
de Taylor de grado ¢ de f en a como:

o 1 / 1 " 2 i i
PQ(x> T f(CL) + ﬂ f ((1) (Z’ - CL) + 5 f (Cl) (LU - CL) T CéIcZIo};ifere:c}al
Calculo Integral

Utilidades

R TACLST

i

Pantalla completa

e Calculo con DERIVE:

44 44
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# Escribir la funcién y seleccionar la opcion Calculo — Poli-
Pagina 13 de 23

nomios de Taylor

#y TAYLOR(f, x, a, q). Calcula el polinomio de Taylor de grado

g de la funcién f en el punto a
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Funciones de varias variables

eSean f : R" — R de clase C?7 y a € R". Se define el
polinomio de Taylor de grado ¢ de f en a como:

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

e Calculo con DERIVE:
#» Utilidad creada con DERIVE



Funciones implicitas

Existencia

e Sean [ : D — R, con D C R™"! abierto y (Zy, yo) € D. Si

F. Cabo
1
].. f E C (D) B. Llamazares
_ T. Pena
2. f(x07y0) =0
a f Limites y contin.
3. 8—(f07 y()) _f/ 0 Cilculo diferencial
Yy Calculo Integral

. . . ./ Utilidades
entonces se puede garantizar la existencia de una funcién

Pantalla completa

i

implicita ¢ de clase C*(D), dnica, que muestra la dependencia

44 44

de la variable y respecto de las variables xy, ..., z, (y = ¢(7))
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Derivacion ﬁ(— )
a aajz ‘/’U7g X

e Bajo las hipdtesis anteriores: a—g(f) = —
L
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e Calculo con DERIVE

#y IMP DIF(f,z,y,n). Devuelve la derivada de orden n de
la funcién implicita que se deduce de la ecuacion f = 0,

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

siendo x la variable independiente e y la dependiente. Este
procedimiento sigue siendo valido aln cuando y dependa de

mas de una variable. Por ejemplo, dada la ecuacién Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral

Utilidades

r+y+z+cos(ryz) —1 =0

que nos define a z como funcién implicita de x e ¥y, entonces:

Pantalla completa

i

IMP DIF(2 + y + 2z + cos(xyz) — 1,2, 2, 1) devuelve la
derivada de primer orden de z con respecto a x

IMP DIF(x + v + 2z + cos(zyz) — 1,1, z,2) devuelve la
derivada de segundo orden de z con respecto a y

#» Derivadas cruzadas: Utilidad creada con DERIVE

44 44
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Funciones homogéneas

e Sean D C R"uncono, f: D — Ry a € R. Sedice que f

es homogénea de grado « si para cualesquieraz € Dy A >0 &8
B. Llamazares
T. Pena

se verifica

FOE) = X f(z)

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

e Calculo con DERIVE
# Se halla f(Axy, ..

Pantalla completa

., Ax,) y se factoriza en funcién de A

i
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e Teorema de Euler
Si f: R" — R es diferenciable, entonces:

f homogénea de grado o < =-Vf(Z) =« f(z), VI € R" Bs cabe
B. Llamazares
T. Pena

e Calculo con DERIVE

Limites y contin.

#y Se halla Célculo diferencial
Calculo Integral
(1, .y @) - Vf(xg, .. x,) Utilidades

flxy, ... z,)

Si el resultado es un nimero, la funcidon es homogénea y su

Pantalla completa

i
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grado de homogeneidad es este valor
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Si el resultado depende de alguna variable, entonces la
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Calculo integral I

e Integral de una funcién

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

e Funcion Gamma de Euler

Limites y contin.
e Funcién Beta de Euler ' oereney
Calculo Integral

Utilidades

i

Pantalla completa

44 44
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Integral de una funcién

e Para funciones de una variable:

# Escribir la funciéon y seleccionar la opciéon Calculo —

Integrales o el botdn Ll

# INT(f, ). Calcula una primitiva de la funcién f respecto de

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

la variable

# INT(f,2,a,b). Calcula la integral definida de la funcién f
respecto de la variable z en el intervalo [a, 0]

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa
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e Para funciones de una variable:

# Escribir la funciéon y seleccionar la opcidon Cdlculo —

Integrales o el botén Ll

# INT(f, ). Calcula una primitiva de la funcién f respecto de

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

la variable

# INT(f, x,a,b). Calcula la integral definida de la funcién f
respecto de la variable z en el intervalo [a, 0]

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa

DERIVE también permite representar el area de integracion:

i

L »
R
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# PLOTINT(f, x,a,b). Visualiza el area comprendido entre el
eje de abscisas y la grafica de la funcién, en el intervalo |a, b].
Esta expresion se dibuja directamente si la opcion Opciones

Regresar

— Simplificar antes de Dibujar esta activada en la Ventana

Cerrar

de Graficas 2D. En caso contrario hay que ejecutar ﬂ antes

Salir
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de dibujarla



e Para funciones de dos y tres variables (integrales dobles y triples):

#» Reiterando la orden INT el nimero de veces que sea nece-
sario. Por ejemplo:

/12 [/01(:1:3 + 2y dy] dx

se obtiene mediante INT(INT (2”3 + xy"2,7,0,1), 2z, 1,2)

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.

Célculo diferencial

Calculo Integral
Utilidades

# AREA(x, x1, 22, Yy, y1, Y2, f(x,y)) Calcula

/ [ :Zf(x,y) dy| e

“ VOLUME(:Ca L1, T2, Y, Y1, Y2, 2, 21, 22, f(xa Y, Z)) Calcula

LU o]

Pantalla completa
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Funcion Gamma de Euler

o ['(p) = / e "2’ 'dx, p>0
0
e Calculo con DERIVE:

“ ['(p)
# GAMMA(p)

B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa

i
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Funcion Gamma de Euler

o ['(p) = / e "2’ 'dx, p>0
0

e Cdlculo con DERIVE:

“ ['(p)
# GAMMA(p)

B. Llamazares
T. Pena

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

Funcion Beta de Euler

1
o B(p,q) = / a1 —x) de, p,q>0
0
e Cdlculo con DERIVE:
# EULER_BETA(p, q)

Pantalla completa
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Utilidades creadas con DERIVE I

Para su utilizacion es necesario cargar previamente, mediante la
opcion Archivo — Leer — Utilidades, el fichero CALCULO.MTH,
copiado con anterioridad en la carpeta C:\DfW5\Users. Sélo es

F. Cabo
B. Llamazares
T. Pena

necesario realizar este proceso una vez en cada fichero de trabajo

e HESSIANA(f, [y, 25, ..., x,]). Devuelve la matriz Hessiana de
la funcién f de variables x;, 2o, ..., 2,

e MULTITAYLOR(f, [x1, wa, . .., x,), [a1, as, ..., a,],q) Calcula
el polinomio de Taylor de grado ¢ (¢ < 2) de la funcién f, de

Limites y contin.
Calculo diferencial
Calculo Integral
Utilidades

Pantalla completa

variables 1, x5, ..., x,, en el punto (ay,as, ..., a,)

82
o IMP DIF CRUZ(f, z, y, ). Devuelve axgy

definida como funcién implicita de las variables x e y a partir de
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(x,y), donde z estd
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la ecuacion f =0



